On the Global Existence and Uniqueness of Classical Solutions for the One-Dimensional Compressible MHD Equations by 黄书伟
学校编码：10384 分类号 密级
学号：19020101152500 UDC
硕 士 学 位 论 文
一维可压缩 MHD方程组整体解的存在
唯一性
On the Global Existence and Uniqueness of
Classical Solutions for the One-Dimensional
Compressible MHD Equations
黄书伟
指导教师姓名： 张 剑 文 教授
专 业 名 称： 应 用 数 学
论文提交日期： 2013 年 5 月
论文答辩日期： 2013 年 6 月









































　　1、保密 （ ），在 年解密后适用本授权书。
　　2、不保密（ ）
作者签名： 日期： 年 月 日





































This article is concerned with the global existence of classical solutions to an initial-
boundary value problem of the one-dimensional (1D) equations of compressible viscous
heat-conductive magnetohydrodynamics (MHD) with thermal radiation at high temper-
ature. The novelty here is that there is no any growth restriction imposed on the heat
conductivity, in particular, the heat-conducting coefficient is allowed to be a positive
constant. This in particular implies that the radiation is indeed a mathematically “reg-
ularizing” effect on the fluid dynamics, since the global existence of classical solution to
the one-dimensional full perfect MHD equations without radiation is still unknown when
all the viscosity, magnetic diffusivity and heat conductivity coefficients are constant.
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2.3 Hölder continuity . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
















第 一 章 引言
第 一 章 引言
1.1 背景
可压缩磁流体动力学 (MHD) 方程组描述导电流体 (或等离子体) 在磁场中的运动
状态，在航天航空、天体物理、等离子物理、流体力学等领域中具有重要物理应用背
景。在 Euler 坐标下，一维可压缩 MHD 方程组具有如下的形式 (可参见文献 [1,2])：






(ρw)t + (ρuw− b)x = (µwx)x,
bt + (ub−w)x = (νbx)x,
Et + (u(E + p+
1
2
|b|2)−w · b)x = (κθx + λuux + µw ·wx + νb · bx)x.
(1-1)
其中未知函数 ρ, u,w = (w1, w2), b = (b1, b2) 和 θ 分别表示密度，纵向速度，横向速度，
横向磁场和绝对温度；根据热力学第二定律，压力 p 与内能 e 可由密度及温度表出，
即：













正常数 λ, µ 是流体的粘性系数，ν 是电阻率 (或称磁扩散系数)，而 κ 为热传导系数。
磁流体力学方程组是经典流体力学中的 Navier-Stokes 方程组以及描述磁场效应的















第 一 章 引言
恒定律 (即质量、动量、能量守恒定律) 出发，类似 Navier-Stokes 方程组的推导即可
得到 MHD 方程组。特别地，当 b = 0 时，(1-1) 变成了描述一维剪切流运动的可压
缩 Navier-Stokes 方程组 (见参考文献 [3])；若进一步地有 w = 0，即可得到经典的一维
可压缩 Navier-Stokes 方程组：
ρt + (ρu)x = 0,
(ρu)t + (ρu
2 + p)x = (λux)x,
Ẽt + (u(Ẽ + p))x = (κθx + λuux)x,
(1-4)
其中 Ẽ , ρ(e+ u2/2) 是总能量。
关于一维 Navier-Stokes 方程组 (1-4) 已有大量的研究文献，例如文献 [4–9] 等等。
但是由于非线性磁场压力以及磁场、流场的相互作用，一些有关 Navier-Stokes 方程组
的经典结果并不容易直接推广到 MHD 方程组的情形。例如，考虑 (1-4) 如下的初边值
问题：
(ρ, u, θ)|t=0 = (ρ0, u0, θ0)(x), (u, θx)|∂Ω = 0, (1-5)
其中 Ω ⊂ R 是具有光滑边界 ∂Ω 的有界区域。假设初值 ρ0, u0, θ0 足够光滑且满足
0 < inf ρ0(x) ≤ sup ρ0(x) < ∞, 0 < inf θ0(x) ≤ sup θ0(x) < ∞. (1-6)
假设压力与内能满足如下理想多方 (perfect polytropic) 气体的状态方程 [17]：
p , Rρθ, e , cV θ, (1-7)
其中 R > 0，cV = R/(γ − 1)，γ > 1 是某些热力学参数。
由 Kazhikhov 与 Shelukhin 的经典结果 [7] 可知：当粘性系数及热传导系数 λ, κ 是
固定的正常数时，(1-4)–(1-7) 存在唯一的整体古典解。但是，类似文献 [2,10] 中所指出
的，当粘性系数，磁扩散系数，热传导系数都为常数时，满足状态方程 (1-7) 的一维可
压缩热传导 MHD 方程组 (1-1) 的大初值整体强解或古典解是否存在迄今仍是未知的。
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理学中具有重要的应用背景，例如：星体的运动可以认为是受到磁场和高温辐射强烈
作用的流体运动，见文献 [11–15]。根据辐射流体力学的经典理论 (参见 [16])，此时压
力 p 与内能 e 由两部分组成 (即，热力学与辐射两部分)：
p(ρ, θ) = pG(ρ, θ) + pR(ρ, θ), e(ρ, θ) = eG(ρ, θ) + eR(ρ, θ).
由气体动力学的 Boyle定律和辐射流体力学的 Stefan-Boltzmann定律 (参见 [16,17])，有








其中 a > 0 是 Stefan-Boltzmann 常数。因而，
p(ρ, θ) = Rρθ +
a
3




上式及 (1-1), (1-3) 构成了一个关于 ρ, u,w, b 和 θ 的封闭方程组。
不失一般性，设 Ω , (0, 1)。本文我们将研究 (1-1), (1-3) 及 (1-8) 的初边值问题：
(ρ, u,w, b, θ)|t=0 = (ρ0, u0,w0, b0, θ0)(x),




对满足状态方程 (1-7) 的一维的理想 (perfect) MHD 方程组，文献 [18,19] 在小初值条
件下证明了整体光滑解的存在性；假设热传导系数满足以下条件：
κ(ρ, θ) = kθ 或 κ(ρ, θ) = k/ρ, (1-10)
其中 k > 0 是正常数，文献 [20,21] 研究了一维 MHD 方程组大初值整体强解的存在唯
一性；文献 [22] 证明了具有 Lebesgue 初值的一维 MHD 方程组弱解的存在性和稳定
性；而文献 [23] 研究了剪切粘性系数趋于零 (即 µ → 0) 时，一维 MHD 方程组初边值
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令 v , 1/ρ 表示拉格朗日 (Lagrangian) 坐标下气体的比容。假设初值适当光滑，
且对某些 r ∈ [0, 1] 及 q ≥ 2(1 + r)，假设压力 p(v, θ)，内能 e(v, θ) 以及热传导系
数 κ(v, θ) 满足以下增长条件：
0 ≤ vp(v, θ) ≤ p0(1 + θ1+r), eθ(v, θ) ≥ e0(1 + θr), 且 κ(v, θ) ≥ κ0(1 + θq) (1-11)
其中 p0, e0和 κ0为正常数，Chen-Wang
[1]和Wang [2]证明了MHD方程组 (1-1), (1-3)和
(1-11) 整体强解/古典解的存在性，并讨论了解对初值的连续依赖性。注意到，增长条





q) ≤ κ(ρ, θ), κρ(ρ, θ) ≤ κ2(1 + θq), (1-12)




数学理论研究，但均要求热传导系数满足增长条件 (1-12)，例如，[26–28] 要求 q ≥ 4，
[29,30] 要求 q ≥ 2，[31] 则要求 q ≥ 1。
在文献 [26,27] 中，Ducomet 指出增长条件 (1-12) 对证明整体先验估计至关重要。
与 (1-7) 比较而言，(1-8) 中的强非线性辐射项 (即 θ4) 给数学理论研究带来一些新的困
难。因此在之前的研究文献中 (如 [24–31])，需要利用增长条件 (1-12) 来得到温度的一
些更好的估计，从而控制高温辐射对流场的影响。这里需要指出的是，从辐射物理学
的角度来说，热传导系数一般满足增长条件 (1-12) 且 q ≥ 3 (参见 [16])，然而从数学理
论的角度出发，我们希望改进或者去掉该限制。
所以，在本文中我们希望能够在对热传导系数不作任何增长限制的前提下，证明
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1.2 主要结果
本文的主要结果可由以下定理给出：
定理 1.1： 假设粘性系数 λ, µ，磁扩散率 ν，热传导系数 κ 全为给定的正常数，且假










ρ0 ∈ C1+α(Ω), (u0,w0, b0, θ0) ∈ (C2+α(Ω))6 , α ∈ (0, 1).
则对任意的 0 < T < ∞，(1-1), (1-3), (1-8) 和 (1-9) 在 Ω× (0, T ) 上存在唯一的整体古
典解 (ρ, u,w, b, θ)，满足
0 < ρ(x, t), θ(x, t) < ∞ 对所有 (x, t) ∈ ΩT , Ω× (0, T ) 成立,













注 定理 1.1 从数学角度表明高温辐射对可压缩磁流体具有一定的“正则”作用，因
为当粘性系数，磁扩散率和热传导系数都为常数时，描述一维理想多方气体运动的热
传导 MHD 方程组 (1-1), (1-3), (1-7) 的整体古典解的存在性至今仍是未知的 (参见文
献 [2,10])。文献 [32] 研究了高维辐射流体动力学方程组，其中的“正则”作用主要是
由热传导系数中的辐射部分 (∼ θ3) 引起的，而本文中的“正则”效应主要是通过状态
方程 (1-8) 中辐射压力和辐射内能所得到的。
利用定理 1.1 的证明方法，我们还可以证明如下定理。
定理 1.2： 假设 (ρ0, u0,w0, b0, θ0) 满足定理 1.1 中的条件。另外，假设热传导系
数 κ = κ(ρ, θ) 严格正，在 R+ ×R+ 上连续可微的函数，且存在正常数 κ1 和 κ2 使得对
任意给定的 q > 0，有
κ1(1 + θ)
q ≤ κ(ρ, θ) ≤ κ2(1 + θ)q, (1-13)
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则对任意的 0 < T < ∞，类似于定理 1.1，问题 (1-1), (1-3), (1-8)和 (1-9)在 Ω×(0, T )上






件 (1-12) 且 q > 0 必须适当大。因此，当热传导系数为常数时，为了得到这些整体
先验估计，我们需要运用新的估计方法与技巧。实际上，注意到由 (1-8) 中的辐射项，
我们首先可以利用 uxx 的时空估计控制温度的更高可积性 (见引理 2.5)，从而可以得
到 ∥∇ρ∥L2(Ω) 一个依赖于 ∥uxx∥αL2(ΩT )(0 < α < 1) 的初步估计 (见引理 2.6)，然后再利
用温度的上界估计 ∥ux∥L2(Ω) 以及 ∥uxx∥L2(ΩT ) (见引理 2.7)，最后再次利用辐射项以及
以上的初步估计 (即引理 2.5–2.7)，我们可以通过估计 ∥θx∥L2 来证明温度的上界估计，
并由此封闭之前所有的初步估计。由这些估计，利用经典的 L2 方法，很容易证明更高
阶的导数估计，从而完成所有整体先验估计的证明。
类似 [4] 的证明方法，利用经典的 Galkhin 逼近法或不动点定理，容易证明局部解
的存在唯一性。因此，我们不加证明地直接给出如下局部存在唯一性结果。
定理 1.3： 假设定理 1.1或定理 1.2中的条件成立，则存在一个小的时刻 T0 ∈ (0,∞)使
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第 二 章 定理 1.1 的证明
本章我们先来证明定理 1.1。
2.1 密度的上、下界


















































λu2x + µ|wx|2 + ν|bx|2
θα
)




∥θ∥4L∞ + ∥b∥2L∞ + ∥θ∥8L8
)
dt ≤ C, (2-4)
且 C−1 ≤ ρ(x, t) ≤ C, (x, t) ∈ ΩT , [0, 1]× [0, T ]. (2-5)























(x, t)dx = 0.
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则 Φ 满足：Φx = ρu,Φt = λux − ρu2 − p−
1
2













|Φx(x, t)|dx ≤ C, ∀t ∈ [0, T ]. (2-6)
记 Dt , ∂t + u∂x，引入辅助函数





, (x, t) ∈ ΩT .
由 (2-6) 知 F 在 ΩT 上一致有界。通过直接计算，有










因而 ∥ρF∥L∞ ≤ ∥ρ0F0∥L∞ ≤ C，从而有 ∥ρ∥L∞ ≤ C。
下证 (2-3)。由 (1-1)1–(1-1)4 及 (1-8), (1-1)5 可写为
(




















































λu2x + µ|wx|2 + ν|bx|2
θα
,













































































∣∣∣∣ ≤ C, (2-9)






















(1 + θ4)dx ≤ C, (2-10)



























































































θ4(x, t)dx ≤ C,
从而
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